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Metodo dos Quadrados Minimos (Ordinario)
- Em inglés: Ordinary Least Squares (OLS)

- Problemas que motivaram seu desenvolvimento:

Estimativa de parametros de modelos na

Fisica e Astronomia (1600 — inicio dos 1800 &\
o Q . .
sk .7
a ¥
) telescopio de Kepler (1611)
Kepler (1571-1630) Newton (1642-1727)
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Suponha que uma teoria estabelece que

Ex. y=b,+bx como ‘estimar’ b, e b ?

Se 0 modelo/teoria esta certa e sem erros de medida;

basta 2 observagoes de XeVy: (x,,y,) (x,,),)

yv=b,+b x —
Y /0 l by + b x; = y, b1zy1 22
/0 X1 — Xy
a\ /o (xzﬂyz) bo +b1x2=y2 v
| (xl’yl) 2 equacoes e by =y, — b x
X 2 incognitas Solucéo exata !
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E se tivermos erros de medida e mais de 2 observacoes ?

h% ? 7

y=0b,+bx
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E se tivermos erros de medida e mais de 2 observacoes ?

Alternativa 1: “no olhOmetro com régua” (problemas com repetibilidade e
mais de 2 variaveis)

y ? 7
v=>b,+bx

“meio dos pontos?”
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E se tivermos erros de medida e mais de 2 observacoes ?

Alternativa 2: sistema de equacoes (problema de identificacao)

[ bo n bl X =y - “solugao’ d3e Mayer (13750) %
bo s b] Xs=Y, 4+ — 3 bo + bl Z X, = Z Y, Mayer (173-1762)
< by +bx; =y; - = 2 equagdes e
bo + bl Xg = V4 7 ) ) ﬁa’lr]‘(;(c))?un;éaj’: agoral!
bo-l-b]xs:ys - 4+ — 3bo—|-blzxi:Zyi l .
\bo * bl X6 = Ve i = Laplace: arbitrariedade

~ T nas equacoes usadas
6 equacoes e 2 Incognitas, .

como “solucionar’? sem solugao!
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E se tivermos erros de medida e mais de 2 observacoes ?

Alternativa 2: sistema de equacoes (problema de identificacao) ;

“solucao” de Laplace (1788)

[bO + bl xl = yl 6 6 6 Laplace (1%49-1827)
e nova
bO_I_blxz:yz Zbo_l_blzxi_zyi equacao 1
i=1 i=1 i=1
by +b,x; = y; » soma das 6 equaces
by +bx,=y, . My p . TR i1 nova
Z(_l) o+ 12(_1) Xi = Z(_l) Vi~ equago 2
bO + bl Xs = Vs i=1 i=1 i=1
eq.1-eq.2+eq.3-eqg.4+eg.5-€eq. 6
\bo +b,xs = Vs

2 equacOes formadas tem toda a informacgao das 6
equacoes (complicado para mais de 2 parametros)
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As solucOes de Mayer e Laplace
nao foram satisfatorias !

Solucao definitiva: Legendre (1804)

Legendre (1745-1833)

Vi :bo +b1xi T €

l

introduziu a nocao de “erro” associado a
observacao |
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b, +bx +e Y y=0,+bx

\yG

idéia fundamental de Legendre: achar os valores de b, e b
que minimizem uma medida agregada dos “erros” (qual ?)
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Para o caso de n observacoes:

V1 :bo +b1x1 € e =y —b,—bx 612 :(yl_bo_b1x1)2
v, =b,+bx,+e, e =y,—b,—bx, e; =(yv, —b, —b x,)°

»5 : » : N

yn:b0+b1xn+en e,=y,—b,—bx e?f:(yn_bo_blxn)z

I

2.4 = Zl(%f —bix)’

Problema

achar b, e b, que
minimizem essa medida

<—— | Medida agregada dos erros

. . . Soma dos erros ao quadrado
Matematicamente facil de resolver
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Podemos usar as condicoes de primeira ordem

Problema: [az; (v —b, —blxl.)z »
Achar os valores de { ) 0 b, 2
bOa bl aZi=1(yi_b0_blxi) o
gue minimizam \ b —
n 7 ‘
25:1(yi_b0_b1xi) ‘ )
21:12 (V,=by,—b,x,)(=1)=0
a soma dos erros <
ao quadrado

L 2:112 (yz _b() —blxl.)(—xl,) = O
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Problema:

Achar os valores de
bo, b1

gue minimizam

Z; (yi _bo _bl xi)2

a soma dos erros
ao quadrado

Dividindo por -2 e passando o somatorio

;yi —nb,—b Y x=0

i=1

?zlxl.yl.—bo _x —b, :l_x =0

i=1

g Rearranjando expressoes

n n
bon + blzl'zlxi: i1

n

n
b Zl— x +b i= lxl i=1xiyj

[

2 equacoes e 2 incognitas
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Expressando na forma matricial

Problema:
n n
n Z x |(b Y,
= 0] _ =1~ 1
Achar os valores de n w2 llp | T P
b()a b1 i=1 % i=1 2 1 i=1 Xii

gue minimizam

Z?:l(yi _bo _blxi)z [boj n n X; : ]-q_lyi

a soma dos erros
ao quadrado
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Resultado final

g
Problema: e }as ~ N
y—bx by, by

B R sao os valores de

— i=1 iYi Y bO? bl

n 2 — 7 ..
Xi —hX" ) que minimizam !

\ L
4

sao os estimadores de quadrados b b
minimos ordinarios (OLS) de 0> ™1

Achar os valores de [
bO’ bl

gue minimizam

le (yi _bo _bl xi)2

a soma dos erros - — —
ao quadrado Método inicialmente néo tinha

uma interpretacao estatistica bem definida,

S
S

1—>

0°

era mais um metodo pratico (muito util)
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n medidas de uma quantidade 5, foram
Exercicio tomadas. Ache um estimador de quadrados
minimos para b,

y,=by+e i=1,---,n



Extens&o ao caso de m variaveis explicativas
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Extensao ao caso de m variaveis explicativas (c/ notacao comum)

obs. {

Y

87
Vo

\yn

ﬁ0+ﬁ1xl+...+ﬂm‘xm+g

Lo + Oix +---+ [B.x,,, +&

/80 +/81x21 +"'+/8mx2m + &,

ﬁO +ﬁ1xnl +...+ﬁm‘xnm +8n

g

—~

m variaveis “explicativas” (m<n)
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Extens&o ao caso de m variaveis explicativas

Y

ﬁ0+ﬁlxl+...+ﬁm‘xm+g

y=XPB+e
X
\
X11 X1m
Xo1 X5 m
xnl xnm /

b
(B

b

iy

c
T

&)

\En/
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Extens&o ao caso de m variaveis explicativas
y = Lot pxt+f,x, tE

y:XB +e — e:y—XB

> e =ee=(y—XB)"(y ~ XPB)
. ¥ ¥

soma dos erros ao quadrado
expresso na forma vetorial/matricial

Problema: encontrar B que minimiza (y —XB)' (y — XB)
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Extens&o ao caso de m variaveis explicativas
y = Lot B+t X, tE

Problema: encontrar B que minimiza (y —XB)' (y — XB)

8 (y I Xﬂ)T (y i XB) — 0 Condicéo de primeira ordem
o P B (caso multivariado)

Solucao:
ﬁ i (XT X)—l XTy Estimador de quadrados B

minimos ordinarios (OLS) de
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Premissas Estatisticas adicionadas ao Modelo

Sintese Gauss-Laplace

Gauss (1777-1855) Laplace (1749-1827)
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Propriedades importantes do estimador B = (X' X) ' X"y

Vi = Bo+PBxa++px,, +s i=1--,n
Vi &; variaveis aleatorias X;; s “valores ndo-aleatérios / fixos”

g, ~ N(0, o) erros tem distribuicdo Normal com

esperanca zero e desvio padrao o
Premissas: - _ N
ou, de forma mais restritiva,

temos erros independentes

‘ E[ﬁ]Zﬁ e V[ﬁ] é minima

nao-tendencioso

cov(g,,e,)=0 1#J

Desvios nas premissas invalidam uma ou as 2 condi¢cdes acima
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Inferéncias relativas aos parametros
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Inferéncias sobre os parametros de regressao baseiam-se na distribuicao t-Student

v, =B+ Bx + e g ~N(0,0), iid

- 375 - /60 + /6)1 X, S = ~ é um estimador de O

Pode-se demonstrar que
(é uma quantidade pivotal)

p-B t —Student(nz—2)

Exercicio: como dai chegar a um
Intervalo de confianca para b?
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